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Глава 1

Множества, функции,
некоторые алгебры

1.1. Множество

1.1.1. Основные понятия

Понятия множество и элемент множества являются основными
неопределяемыми понятиями математики.

Мы будем называть множеством любую совокупность M некоторых
попарно различных «объектов». «Попарно различных» означает, что для
любых «объектов» x и y мы можем сказать, различны эти «объекты» или
нет.

«Объекты» из M называются элементами множества M , и про эле-
менты из M говорят, что они содержатся в множестве M .

Множество, не содержащее ни одного элемента, называют пустым
и обозначают символом ∅. Множество A называется подмножеством
множества B, если всякий элемент множества A содержится в множестве
B. В этом случае говорят, что множество A включается в множество
B, обозначается это так: A ⊆ B. Иными словами, A ⊆ B тогда и только
тогда, когда

x ∈ A ⇒ x ∈ B. (1.1)

Множества A и B называются равными, если A включается в B и мно-
жество B включается в множество A, т.е. A и B состоят из одних и тех
же элементов. Иными словами,

A = B ⇔
{
x ∈ A ⇒ x ∈ B,
x ∈ B ⇒ x ∈ A. (1.2)



Если A ⊆ B и A 6= B, то пишут так: A ⊂ B.

1.1.2. Алгебра подмножеств

Определение 1.1.1. Пересечением множества A с множеством B
называется множество A ∩ B, состоящее из всех тех элементов, ко-
торые являются элементами и множества A, и множества B.

Определение 1.1.2. Объединением множества A с множеством B
называется множество A ∪ B, состоящее из всех тех элементов, ко-
торые содержатся или в A, или в B, или в A ∩B ( A ∪B состоит из
тех элементов, которые попали хотя бы в одно из множеств: в A или
в B).

Определение 1.1.3. Пусть У— некоторое фиксированное множество
(«универсум»), A — его подмножество. Тогда дополнением множе-
ства A до У называется множество A, состоящее из всех тех элемен-
тов универсума, которые не являются элементами множества A.

Определение 1.1.4. Пусть A,B — некоторые множества. Тогда раз-
ностью множеств A и B называется множество, обозначаемое A\B
или A−B, состоящее из всех тех элементов множества A, которые
не входят в множество B.

Определение 1.1.5. Декартовым произведением множеств
A1, A2, . . . , An называется множество A1 × A2 × . . .× An, состоящее
из упорядоченных кортежей вида (a1, a2, . . . , an), где a1 — элемент из
A1, a2 — элемент из A2 и т.д. Такие кортежи называют еще n-ками.

1.2. Функция

Функцией называется однозначное отображение одного множества в
другое множество. Если каждому элементу из множества A соответству-
ет только один элемент из B, то это отображение — функция. Если при
этом каждому элементу из B соответствует только один элемент из A,
то эта функция называется взаимно однозначной.

Если функция f отображает множество A во множество B, то множе-
ство A называется областью определения функции f , а множество
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{
f(x) x ∈ A

}
— областью значений (иногда говорят «область допу-

стимых значений функции»). Область определения функции f обычно
обозначается через D(f), а область допустимых значений — через E(f).
Если y = f(x),то y называется образом элемента x, а x — прообра-
зом элемента y. Множество всех прообразов элемента y называется
полным прообразом элемента y.

1.2.1. Задание функции выражением. Формула

Фраза «функция f задана выражением f(x) = x2 − x» означает, что
мы явно указываем способ вычисления значения функции f на произ-
вольном элементе области определения: надо этот элемент подставить
вместо аргумента функции, в данном примере — вместо буквы x.

Определение 1.2.1. Преобразование алгебраического выражения назо-
вем тождественным, если преобразованное алгебраическое выражение
задает ту же функцию, что и исходное алгебраическое выражение.

1.2.2. Взаимно однозначные функции

Определение 1.2.2. Функция f называется взаимно однозначной
функцией, если

∀x ∀y
{
x ∈ D(f)
y ∈ D(f)

⇒
(
x = y ⇔ f(x) = f(y)

)
. (1.3)

Теорема 1.2.1 (критерий взаимной однозначности). Функция f
является взаимно однозначной тогда и только тогда, когда для любо-
го y из E(f) уравнение f(x) = y имеет единственное решение.

Определение 1.2.3. Суперпозицией функций f и g называется
функция h, заданная формулой h(x) = g(f(x)).

1.2.3. Обратная функция

Определение 1.2.4. Функция g называется обратной к функции f в
области D, если для любого x из D и любого y = f(x) имеют место
тождества g ◦ f(x) = x, f ◦ g(y) = y.
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Обычно функцию, обратную к функции f , обозначают f−1.
Таблицу значений обратной функции легко получить из таблицы зна-

чений исходной функции. Действительно, то, что было значением функ-
ции f , для функции f−1 является значением аргумента, и наоборот.

Не всякая функция имеет обратную во всей области определения.

1.2.4. Теоремы об обратной функции

Теорема 1.2.2 (о взаимной обратности). Если функция f имеет на
множестве D обратную функцию f−1, то функция f−1 имеет обрат-
ную на множестве1

{
f(x) x ∈ D

}
, причем

(
f−1
)−1

= f .

Теорема 1.2.3 (о функции, обратной к суперпозиции).
Если h(x) = f

(
g(x)

)
, причем функция g имеет на множестве D об-

ратную функцию g−1, и функция f имеет обратную на множестве{
g(x) x ∈ D

}
,

то функция h имеет обратную h−1 на множестве D, причем
h−1(y) = g−1

(
f−1(y)

)
.

Теорема 1.2.4 (критерий существования обратной функции).
Функция f имеет обратную на множестве D тогда и только тогда,
когда f является взаимно однозначной на множестве D.

1.3. Алгебраические операции

Определение 1.3.1. n-местной или n-арной алгебраической опера-
цией на множестве Ω называется функция с областью определения
Ω× Ω× . . .× Ω︸ ︷︷ ︸
n множителей

, область значений которой включается в Ω.

Если n = 1, то алгебраическая операция называется унарной, если
n = 2 — бинарной алгебраической операцией. Особую роль играют 0-
арные операции, т.е. константы.

1Точнее, обратная функция имеется у ограничения функции f на это множество.
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1.3.1. Некоторые типы алгебраических операций

Бинарная алгебраическая операция ∗ называется:

коммутативной, если выполняется тождество x ∗ y = y ∗ x;

ассоциативной, если выполняется тождество (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z).

1.3.2. Некоторые классические алгебры

Определение 1.3.2. Алгеброй (в широком смысле) называется упо-
рядоченная пара A = 〈A,F〉, где A — некоторое непустое множество,
называемое носителем алгебры A, и F — множество операций алгеб-
ры A, определенных на A.

Определение 1.3.3. Пусть A — некоторое непустое множество;
∗ — бинарная операция на этом множестве. Тогда алгебра 〈A, {∗}〉 на-
зывается группоидом.

Определение 1.3.4. Группоид 〈A, {∗}〉 называется полугруппой, ес-
ли ∗ — ассоциативная операция, т.е. выполняется тождество
(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z).

Иногда говорят, чтоA— полугруппа относительно операции ∗. При
этом равенство (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z) называют аксиомой полугруп-
пы.

Определение 1.3.5. Пусть A — некоторое непустое множество;
∗ — бинарная операция, определенная на этом множестве, e —
0-местная операция на A, т.е. e — некоторый элемент из A. Алгебра
〈A, {∗, e}〉 называется группой, если выполняются следующие утвер-
ждения (аксиомы группы):

(x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z), т.е. ∗ — ассоциативная операция.

x ∗ e = e ∗ x = x (аксиома существования единичного элемента);

для каждого элемента x ∈ A существует такой элемент x̃, что
x ∗ x̃ = x̃ ∗ x = e (аксиома существования обратного элемента).

При этом операция ∗ называется групповой операцией.

Определение 1.3.6. Группа с коммутативной групповой операцией
называется коммутативной группой или абелевой группой.
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Определение 1.3.7. Пусть A — непустое множество; +, · — опера-
ции на множестве A; 0, 1 — элементы множества A. Тогда алгебра
〈A, {+, ·, 0, 1}〉 называется полем в тех и только тех случаях, когда
выполняются следующие утверждения (аксиомы поля):

1) 〈A, {+, 0}〉 — абелева группа;

2) 〈A\{0}, {·, 1}〉 — абелева группа;

3) a · (b+ c) = a · b+ a · c и (b+ c) · a = b · a+ c · a.

При этом группа 〈A, {+, 0}〉 называется аддитивной группой по-
ля, а группа 〈A\{0}, {·, 1}〉 называется мультипликативной груп-
пой поля. Следуя физической традиции, элементы поля будем назы-
вать скалярами.

Определение 1.3.8. Кольцом или ассоциативным кольцом назы-
вается алгебра 〈K, {+, ·, 0}〉, для которой выполняются следующие
утверждения (аксиомы кольца) (здесь x, y, z — произвольные эле-
менты кольца K):

1) x+ y = y + x (коммутативность сложения);

2) x+ (y + z) = (x+ y) + z (ассоциативность сложения);

3) в K существует элемент, который мы обозначим 0, такой, что
для любого x из K выполняется соотношение x+ 0 = x (наличие
нулевого элемента);

4) для любого x из K существует такой элемент −x, что
(−x) + x = 0 (наличие обратного относительно + элемента);

5) x · (y · z) = (x · y) · z (ассоциативность умножения);

6) x · (y + z) = x · y + x · z (дистрибутивность).

Часто это определение формулируют следующим образом: кольцом
называется непустое множество K с операциями, которые мы обозначим
+ и ·, в котором имеется элемент, который мы обозначим символом 0,
причем выполняются приведенные выше аксиомы кольца.
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1.4. Поле комплексных чисел

1.4.1. Формы записи комплексного числа

Алгебраическая: a+ bi.

Тригонометрическая: ρ · (cosϕ+ i sinϕ).

Показательная: ρ · eϕi = ρ · (cosϕ+ i sinϕ).

Здесь ρ =
√
a2 + b2 — модуль комплексного числа a+ bi, т.е. модуль

вектора a
−→
i + b

−→
j . Модуль ρ и аргумент ϕ комплексного числа a+ bi

связаны с его вещественной и мнимой частями системами равенств:{
a = ρ cosϕ
b = ρ sinϕ

и

{
ρ =
√
a2 + b2

tgϕ = b
a

. (1.4)

При возведении в степень и извлечении корней из комплексных чисел
важную роль играет так называемая формула Муавра:

(cosϕ+ i sinϕ)n = cosnϕ+ i sinnϕ, т.е.
(
eiϕ
)n

= einϕ, n ∈ N. (1.5)

Из этой формулы можно вывести следующую формулу для извлечения
корней из комплексных чисел:(

ρei(ϕ+2kπ)
)1/n

= ρ1/n · ei(
ϕ
n+

2kπ
n ), k ∈ Z.
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Глава 2

Основы теории матриц

2.1. Определение матрицы, операции алгебры матриц

Обычно говорят, что матрица — это прямоугольная таблица чисел.

Определение 2.1.1. Матрицей с компонентами (говорят еще «с эле-
ментами») из кольца K размерности m× n называется функция F с
областью определения D(F ) = {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n} и областью
значений, включающейся в K, т.е. E(F ) ⊆ K. При этом для любого
элемента (i, j) ∈ D(F ) число i называется номером строки матри-
цы, а число j — номером столбца матрицы. Элементы основного
кольца K часто называют скалярами.

Матрица обозначается заглавной латинской буквой, причем часто на-
печатанной «жирным» шрифтом. Элементы матрицы M обозначаются
той же буквой, что и вся матрица, но, во-первых, строчной, а не за-
главной, и, во-вторых, снабженной индексами. Таким образом, элемент
матрицы M обозначается через mij, где первый индекс (в данном случае
это i) обозначает номер строки, а второй — номер столбца.

Матрица размерности 1× n называется матрицей-строкой или
просто строкой. Матрица размерности m× 1 называется матрицей-
столбцом или просто столбцом. Матрица размерности n× n называ-
ется квадратной матрицей. Таким образом, матрица является квад-
ратной тогда и только тогда, когда число ее строк равно числу столбцов.
Квадратная матрица Tn×n с компонентами из поля K называется верх-
ней треугольной тогда и только тогда, когда для любых номеров

i, j, таких, что
{

1 ≤ i ≤ n
1 ≤ j ≤ i

, имеем tij = 0. Квадратная матрица T′n×n

с компонентами из поля K называется нижней треугольной тогда



и только тогда, когда для любых номеров i, j таких, что
{

1 ≤ j ≤ n
1 ≤ i ≤ j

,

имеем tij = 0. Верхняя или нижняя треугольная матрица An×n, такая,
что 1 = a11 = . . . = ann, называется верхней унитреугольной или со-
ответственно нижней унитреугольной. Квадратная матрица Dn×n
называется диагональной тогда и только тогда, когда для любых но-

меров i, j, таких, что


1 ≤ i ≤ n
1 ≤ j ≤ n
i 6= j

, имеем dij = 0.

Единичной матрицей размерности n× n называется квадратная мат-

рица


1 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 . . . 0

. . .

0 0 0 . . . 1

, имеющая n строк и n столбцов.

Нулевой матрицей размерности m× n называется матрица
0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0
0 0 0 . . . 0

. . .

0 0 0 . . . 0

, имеющая m строк и n столбцов.

Клеточно-диагональной называется матрица, представимая в ви-

де


Ap×p 0p×q . . . 0p×r
0q×p Bq×q . . . 0q×r

. . .

0r×p 0r×q . . . Cr×r

, где {Ap×p,Bq×q, . . . ,Cr×r} — множество

квадратных матриц. МатрицыAp×p,Bq×q,Cr×r называются диагональ-
ными клетками.

Определение 2.1.2. Главной диагональю квадратной матри-
цы A называется упорядоченная n-ка (кортеж из n элемен-
тов) a11, a22, . . . , ann.

Определение 2.1.3. Матрицы A и B называются равными тогда и
только тогда, когда, во-первых, они имеют одинаковую размерность
и, во-вторых, для любого номера i ∈ {1, 2, . . . ,m}, где m — число строк
матрицы A, и любого номера j ∈ {1, 2, . . . , n}, где n — число столбцов
матрицы A, имеем aij = bij. Тот факт, что матрицы A и B равны,
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обозначается, естественно, как A = B.

2.1.1. Определения и свойства матричных операций

Определение 2.1.4. Суммой матриц A и B размерности m× n на-
зывается матрица C = A + B той же размерности, компоненты ко-
торой определяются равенствами aij + bij = cij, где i ∈ {1, 2, . . .m},
j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Определение 2.1.5. Произведением матрицы Am×n на скаляр
λ ∈ K называется матрица Bm×n = λ ·Am×n, элементы которой име-
ют вид bij = λ · aij.

Свойства операций «сложения и умножения на число»:

1) Am×n + Bm×n = Bm×n + Am×n (коммутативность сложения матриц);

2) (Am×n + Bm×n) + Cm×n = Am×n + (Bm×n + Cm×n) (ассоциативность
сложения матриц);

3) Am×n + 0m×n = Am×n (существование нулевого элемента в алгебре
матриц);

4) Am×n + (−Am×n) = 0m×n (существование противоположного эле-
мента в алгебре матриц);

5) λ(Am×n + Bm×n) = λAm×n + λBm×n;

6) (λ+ µ)A = λA + µA;

7) (λµ)A = λ (µA);

8) 1 ·A = A;

9) 0 ·A = 0.

Определение 2.1.6. Пусть A — матрица размерности p× n, B —
матрица размерности n× q. Тогда произведением матриц A и B
называется матрица C = AB, компоненты которой определяются ра-
венствами

cij =
n∑
k=1

aikbkj = ai1b1j + ai2b2j + . . .+ ainbnj, (2.1)

где i ∈ {1, 2, . . . , p}, j ∈ {1, 2, . . . , q}.
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Свойства операции «произведение матриц»:

1) вообще говоря, AB 6= BA, т.е. умножение матриц некоммутатив-
но;

2) вообще говоря, из того, что AB = 0, не следует, что A = 0 или
B = 0 (существование делителей нуля);

3) λ(AB) = (λA)B = A(λB);

4) (AB)C = A(BC) (ассоциативность);

5) A(B + C) = AB + AC; (A + B)C = AC + BC (дистрибутив-
ность);

6) Am×nEn×n = Em×mAm×n = Am×n, где Ek×k = (δij)k×k (существова-
ние единичного элемента в алгебре матриц);

7) 0 ·A = 0.

Определение 2.1.7. Матрица B называется транспонированной к
матрице A, т.е. At = B, тогда и только тогда, когда bij = aji.

Свойства операции «транспонирование»:

1) (λA)t = λ
(
At
)
;

2) (A + B)t = At + Bt;

3) (AB)t = BtAt — транспонирование «меняет местами» порядок со-
множителей.

2.2. Детерминант (определитель) матрицы

2.2.1. Линейная комбинация. Линейная функция

Определение 2.2.1. Линейной комбинацией матриц X1, X2, . . . , Xn

с коэффициентами λ1, λ2, . . . , λn называется матрица

λ1 ·X1 + λ2 ·X2 + . . .+ λn ·Xn.

Пусть в множествах A′ и A′′ каким-то образом определены опера-
ции соответственно +′ и +′′ и для любого элемента λ из поля K опре-
делены операции λ′ и λ′′ («умножения» на λ элементов из A′ и A′′).
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Функция f : A′ → A′′ называется линейной функцией, если для лю-
бых элементов λ1;λ2; . . . ;λn и любых элементов a1; a2; . . . ; an множе-
ства A′ имеет место равенство

f(λ′1a1+′λ′2a2+′ . . .+′λ′na
′
n) = λ′′1f(a1)+′′λ′′2f(a2)+′′ . . .+′′λ′′nf(an). (2.2)

Теорема 2.2.1 (критерии линейности функции). Если для любых
элементов a1; a2; a3 из A и b1; b2; b3 из B выполняются тождества:

1) (a1 +′ a2) +′ a3 = a1 +′ (a2 +′ a3) (операция +′ на множестве A ас-
социативна);

2) (b1 +′′ b2) +′′ b3 = b1 +′′ (b2 +′′ b3) (операция +′′ на множестве B ас-
социативна),

и для каждого элемента α поля K на множествах A и B определены
одноместные операции α′ и соответственно α′′ («умножение» на α

элементов из множеств A и соответственно B), то следующие усло-
вия эквивалентны:

1) функция f : A→ B является линейной;

2) для функции f выполняется тождество

f(λ′a1 +′ µ′a2) = λ′′f(a1) +′′ µ′′f(a2); (2.3)

3) для функции f выполняются тождества

f(a1 +′ a2) = f(a1) +′′ f(a2) и f(α′a) = α′′f(a). (2.4)

2.2.2. Инвариантное определение детерминанта

Определение 2.2.2. Перестановкой или подстановкой на множе-
стве Ω называется взаимнооднозначное отображение множества Ω
на1 себя.

Определение 2.2.3. Если f — перестановка множества {1, 2, . . . , n}
и u, v — такие элементы множества {1, 2, . . . , n}, что u < v и
f(u) > f(v), то пара

(
f(u); f(v)

)
называется инверсией перестанов-

ки f .
1Предлог «на» означает, что всякий элемент из Ω имеет прообраз в Ω относительно

данной перестановки.
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Определение 2.2.4 (инвариантное определение детерминанта).
Если A — квадратная матрица размерности n× n, то ее детерми-
нантом или определителем называется число∑
p1∈{1;...;n}

∑
p2∈{1;...;n}\{p1}

. . .
∑

pn∈{1;...;n}\{p1;p2;...;pn−1}

(−1)µ(p1;...;pn)a1p1 ·a2p2 ·. . .·anpn,

(2.5)
где µ (p1; . . . ; pn) равно числу всех различных инверсий перестановки
(p1, . . . , pn). Детерминант матрицы A обычно обозначается через |A|
или det (A).

2.2.3. Свойства детерминанта

Теорема 2.2.2 (о равноправии строк и столбцов). Для любой
квадратной матрицы A справедливо равенство det(At) = det(A).

Теорема 2.2.3 (о перестановке строк и столбцов). Если матрица
B получена из матрицы A перестановкой двух строк или двух столб-
цов, то det(B) = − det(A).

Следствие 2.2.1. Если в матрице A есть две одинаковые строки или
два одинаковых столбца, то det(A) = 0.

Теорема 2.2.4 (об умножении строки (столбца) на число). Если
матрица B получена из матрицы A умножением одной из строк или
одного из столбцов на число λ, то det(B) = λ · det(A).

Следствие 2.2.2. Если в матрицеA есть две пропорциональные стро-
ки, то det(A) = 0.

Теорема 2.2.5 (о линейности детерминанта по строке). Пусть
матрицы A, B и C совпадают, кроме i-й строки, причем w = λu+ µv,
где u, v, w — i-е строки матриц соответственно A, B и C. Тогда
det(C) = λ det(A) + µ det(B).

Определение 2.2.5. Пусть A — матрица размерности m× n, k —
натуральное число и фиксированы номера 1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ m,
1 ≤ j1 < j2 < . . . < jk ≤ n. Тогда матрицей-минором, построенной на
строках с номерами i1, i2, . . . , ik и столбцах с номерами j1, j2, . . . , jk, на-
зывается матрица B, полученная из матрицы A вычеркиванием всех
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строк с номерами, отличными от номеров i1, i2, . . . , ik, и столбцов с но-
мерами, отличными от номеров j1, j2, . . . , jk. Детерминант матрицы-
минора B называется минором матрицы A, построенным на строках
с номерами i1, i2, . . . , ik и столбцах с номерами j1, j2, . . . , jk.

Определение 2.2.6. Для квадратной матрицы A дополнительным
минором элемента aij в матрице A называется детерминант мат-
рицы, полученной из матрицы A вычеркиванием строки под номером i
и столбца под номером j.

Определение 2.2.7. Для квадратной матрицы A алгебраическим
дополнением элемента aij в матрице A называется произведение
числа (−1)i+j на дополнительный минор элемента aij в матрице A.

Теорема 2.2.6 (о разложении по строке или столбцу).

|A| =
n∑

m=1

akm · Akm =
n∑

m=1

amk · Amk, (2.6)

где Akm — алгебраическое дополнение элемента akm в матрице A.

Теорема 2.2.7 (о комбинации строк и столбцов). Если матрицы
A и B совпадают, кроме i-й строки, причем i-я строка матрицы B яв-
ляется суммой i-й строки матрицы A и линейной комбинации осталь-
ных строк матрицы A, то det(B) = det(A).

Теорема 2.2.8 (признак вырожденности матрицы). Если одна из
строк матрицы A является линейной комбинацией остальных строк
или один из столбцов A является линейной комбинацией остальных
столбцов, то det(A) = 0.

Следствие 2.2.3 (о детерминанте треугольной матрицы).
Детерминант треугольной матрицы равен произведению элементов
главной диагонали.

Теорема 2.2.9 (о детерминанте произведения матриц). Пусть
A и B квадратные матрицы. Тогда det(AB) = det(A) det(B).

Теорема 2.2.10 (о разложении по «чужой» строке). Если p 6= q,

то
n∑
i=1

aipAiq = 0 и
n∑
j=1

apjAqj = 0.
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2.2.4. Аксиоматическое определение детерминанта

Теорема 2.2.11 (об аксиоматическом определении).
Пусть функция det∗ каждой квадратной матрице ставит в соответ-
ствие число, причем выполняются следующие утверждения:

1) если матрица B получена из матрицы A умножением i-й строки
на число λ, то det∗(B) = λ · det∗(A);

2) если матрица B получена из матрицы A прибавлением к i-й строке
другой строки матрицы A, то det∗(B) = det∗(A);

3) если E — единичная матрица, то det∗(E) = 1.

Тогда det∗(A) = det(A).

2.3. Обратная матрица

2.3.1. Определение и критерий существования

Определение 2.3.1. Матрица A−1 называется обратной к квадрат-
ной матрице A, если выполняются равенства AA−1 = A−1A = E.

Теорема 2.3.1 (об однозначности обратной матрицы). Если су-
ществует матрица, обратная к матрице A, то эта обратная мат-
рица определяется однозначно.

Теорема 2.3.2 (об условии обратимости квадратной матрицы).
Если A — квадратная матрица и AB = E или BA = E, то B = A−1.

Теорема 2.3.3 (критерий обратимости матрицы). Матрица, об-
ратная к матрице A, существует тогда и только тогда, когда A —
квадратная матрица и det(A) 6= 0.

Определение 2.3.2. Квадратная матрица называется невырож-
денной тогда и только тогда, когда ее детерминант отличен от 0.

2.3.2. Свойства операции обращения матрицы

1.
(
A−1

)−1
= A.

2. (λA)−1 = λ−1 ·A−1.
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3. (AB)−1 = B−1A−1.

4.
(
A−1

)t
=
(
At
)−1.

2.3.3. Методы нахождения обратной матрицы

Первый способ: с помощью присоединенной матрицы:

A−1 =
1

detA


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . .
A1n A2n . . . Ann

 .

Второй способ: метод Гаусса.

2.4. Некоторые понятия теории систем линейных
уравнений

2.4.1. Основные определения теории СЛУ

Определение 2.4.1. Системой линейных уравнений относитель-
но неизвестных x1, x2, . . . , xn называется система уравнений вида

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,

. . .

am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,

(2.7)

где aij — некоторые числа, называемые коэффициентами этой си-
стемы, и bj — также числа2, называемые свободными членами си-
стемы. Если при этом b1 = b2 = . . . = bm = 0, то система линейных
уравнений называется однородной системой линейных уравне-
ний (сокращенно ОСЛУ). В противном случае (если хотя бы один из
свободных членов отличен от 0) система линейных уравнений назы-
вается неоднородной системой линейных уравнений (сокращенно
НСЛУ).

Определение 2.4.2. Решением (или частным решением) систе-
мы называется такой набор значений u1, u2, . . . , un неизвестных

2В общем случае aij и bj являются элементами некоторого кольца.
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x1, x2, . . . , xn, что при подстановке этих значений вместо соответ-
ствующих переменных в каждое уравнение системы получается верное
высказывание.

Определение 2.4.3. Если система (2.7) имеет хотя бы одно решение,
она называется совместной системой, если же у этой системы ре-
шений нет, то несовместной.

Система уравнений может иметь не одно решение. Система линейных
уравнений либо несовместна (не имеет решений), либо имеет единствен-
ное решение, либо имеет бесконечно много решений.

Определение 2.4.4. Система функций

ϕ1(C1, C2, . . . , Ck), ϕ2(C1, C2, . . . , Ck), . . . , ϕn(C1, C2, . . . , Ck)

называется общим решением системы уравнений, если:

во-первых, при любых значениях P1, P2, . . . , Pk переменных
C1, C2, . . . , Ck набор 

x1 = ϕ1(P1, P2, . . . , Pk)
x2 = ϕ2(P1, P2, . . . , Pk)
. . .
xn = ϕn(P1, P2, . . . , Pk)

является решением системы;

во-вторых, для любого решения


x1 = u1
x2 = u2
. . .
xn = un

системы найдется та-

кой набор чисел P1, P2, . . . , Pn, что ui = ϕi(P1, P2, . . . , Pk) для всех
i ∈ {1, 2, . . . , n}.

2.4.2. Формулы Крамера

Теорема 2.4.1 (Крамера). Пусть матрица A коэффициентов систе-
мы линейных уравнений — квадратная, т.е. m = n, причем detA 6= 0.
Положим ∆ = detA и для k{1, 2, . . . , n} обозначим через ∆xk детер-
минант матрицы, полученной из A заменой k-го столбца столбцом
свободных членов, т.е.
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∆xk = det


a1,1 . . . a1,k−1 b1 a1,k+1 . . . a1,n
a2,1 . . . a2,k−1 b2 a2,k+1 . . . a2,n

. . .
an,1 . . . an,k−1 bn an,k+1 . . . an,n

 .

Тогда справедливы следующие формулы, называемые формулами Кра-
мера: xk =

∆xk
∆ .

2.4.3. Метод Гаусса: случай единственного решения

Метод Гаусса для СЛУ (единственное решение)

Метод Гаусса решения СЛУ называют еще методом исключения неиз-
вестных. Метод Гаусса основан на преобразованиях системы уравнений,
приводящих эту систему к максимально простому, в некотором смысле,
виду.

Определение 2.4.5. Две системы уравнений называются равно-
сильными, если множество решений первой системы равно множе-
ству решений второй системы уравнений.

Для решения систем линейных уравнений достаточно ограничиться
следующими преобразованиями системы уравнений:

• перестановка уравнений системы;

• умножение левой и правой частей любого уравнения системы на
ненулевое число;

• замена одного из уравнений системы суммой этого уравнения с ли-
нейной комбинацией других уравнений.

Теорема 2.4.2 (о равносильных преобразованиях СЛУ). Пусть
система A линейных уравнений получена из системы B линейных
уравнений с помощью серии последовательных преобразований одного
из следующих видов:

1) перестановка уравнений системы;

2) умножение левой и правой частей одного из уравнений на некото-
рое ненулевое число λ;
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3) замена одного из уравнений системы суммой этого уравнения с ли-
нейной комбинацией остальных уравнений;

4) удаление из системы уравнений тождества 0 = 0;

5) добавление в систему уравнений линейной комбинации уравнений
системы B,

то системы A и B равносильны.
Метод Гаусса состоит из двух этапов: прямой ход и обратный ход.

Во время прямого хода мы последовательно переходим к равносильным
системам вида (здесь символы ∗ обозначают некоторые числа, не обяза-
тельно равные друг другу):∗x+∗y+∗z=∗

∗x+∗y+∗z=∗
∗x+∗y+∗z=∗

⇔

 x+∗y+∗z=∗
∗x+∗y+∗z=∗
∗x+∗y+∗z=∗

⇔

x+∗y+∗z=∗
∗y+∗z=∗
∗y+∗z=∗

⇔ . . .⇔

x+∗y+∗z=∗
y+∗z=∗
∗z=∗

.

Обратный ход метода Гаусса состоит в том, что мы последовательно
переходим к системам вида

x+∗y+∗z=∗
y+∗z=∗

z=∗
⇔


x+∗y =∗

y =∗
z=∗

⇔


x=∗
y=∗
z=∗

,

последняя из которых представляет собой утверждение об искомых зна-
чениях переменных.

Матрица 
a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . .
am1 am2 . . . amn bm


называется расширенной матрицей коэффициентов этой системы
уравнений. В левой (относительно вертикальной черты) части этой мат-
рицы находятся коэффициенты перед неизвестными, а в правой части —
столбец свободных членов.

Преобразования метода Гаусса:

• перестановка уравнений;

• умножение уравнения на ненулевое число;

• замена уравнения суммой этого уравнения с линейной комбинацией
остальных уравнений,
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равносильны соответствующим преобразованиям строк матрицы:

• перестановка строк;

• умножение строки на ненулевое число;

• замена строки суммой этой строки с линейной комбинацией осталь-
ных строк.

Такие преобразования строк матрицы называются элементарными
преобразованиями.

Итак, поиск решения системы линейных уравнений (СЛУ) осуществ-
ляется в 2 этапа, называемых прямым и обратным ходом метода Гаусса.

• Во время прямого хода метода Гаусса постепенно получают едини-
цы на главной диагонали матрицы, начиная с левого верхнего угла,
потом полученной «инструментальной строкой» с 1 на главной диа-
гонали получаем нули ниже этой единички (слева-сверху — вправо-
вниз):


1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗
∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗

. . . ∗
∗ ∗ ∗ . . . ∗ ∗

 ∼


1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗

. . . ∗
0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗

 ∼


1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗

. . . ∗
0 ∗ ∗ . . . ∗ ∗

 ∼

∼


1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 ∗ . . . ∗ ∗

. . . ∗
0 0 ∗ . . . ∗ ∗

 ∼ . . . ∼


1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 1 . . . ∗ ∗

. . . ∗
0 0 0 . . . 1 ∗

 ,

где ∗ вместо элементов матрицы обозначают произвольные (не обя-
зательно одинаковые) числа.

• Во время обратного хода метода Гаусса мы получаем нули выше
главной диагонали начиная с правого края матрицы коэффициен-
тов (справа-снизу — влево-вверх):


1 ∗ ∗ . . . ∗ ∗
0 1 ∗ . . . ∗ ∗
0 0 1 . . . ∗ ∗

. . . ∗
0 0 0 . . . 1 ∗

 ∼


1 ∗ ∗ . . . 0 ∗
0 1 ∗ . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . ∗
0 0 0 . . . 1 ∗

 ∼ . . . ∼


1 0 0 . . . 0 ∗
0 1 0 . . . 0 ∗
0 0 1 . . . 0 ∗

. . . ∗
0 0 0 . . . 1 ∗

 .
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2.4.4. Фундаментальная система решений (ФСР). Фундамен-
тальная матрица

Для того чтобы записать общее решение системы уравнений в соот-
ветствии с определением общего решения, достаточно положить c = C1,
d = C2, e = C3. Тогда общее решение исходной системы можно пред-
ставить в виде

a = 2 +−11C1 + 8C2 + 5C3

b = 1 +−6C1 + 5C2 + 3C3

c = C1

d = C2

e = C3

.

Последнюю систему уравнений часто записывают в матричной

форме:


a
b
c
d
e

 =


2
1
0
0
0

+ C1


−11
−6

1
0
0

+ C2


8
5
0
1
0

+ C3


5
3
0
0
1

, что с по-

мощью «умножения на макроуровне» представляется в виде
a
b
c
d
e

 =


2
1
0
0
0

+


−11 8 5
−6 5 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1


 C1

C2

C3

.

Система уравнений


2a− 3b+ 4c− d− e = 0
a− 2b− c+ 2d+ e = 0
4a− 7b+ 2c+ 3d+ e = 0
3a− 5b+ 3c+ d = 0
5a− 8b+ 7c− e = 0

называется однород-

ной системой уравнений, соответствующей исходной системе
2a− 3b+ 4c− d− e = 1
a− 2b− c+ 2d+ e = 0
4a− 7b+ 2c+ 3d+ e = 1
3a− 5b+ 3c+ d = 1
5a− 8b+ 7c− e = 2

.
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Матрица Φ =


−11 8 5
−6 5 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

 называется фундаментальной матри-

цей однородной системы линейных уравнений


2a− 3b+ 4c− d− e = 0
a− 2b− c+ 2d+ e = 0
4a− 7b+ 2c+ 3d+ e = 0
3a− 5b+ 3c+ d = 0
5a− 8b+ 7c− e = 0

,

а система матриц-столбцов


−11
−6

1
0
0

 ,


8
5
0
1
0

 ,


5
3
0
0
1

 — фундаменталь-

ной системой решений этой однородной системы линейных уравне-
ний.
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Глава 3

Кольцо многочленов

3.1. Определения

Определение, естественное для математического анализа:
многочлен или полином над кольцом K — это функция K 7→ K,
задаваемая выражением a0 + a1 · x+ . . .+ an · xn, где a0, a1, . . . , an
— элементы кольца K.

Определение, применяющееся в алгебре: многочленом или по-
линомом называется выражение вида a0 + a1 · x+ . . .+ an · xn.

Будем считать, что x0 = 1 для любого x, в том числе для x = 0.
Таким образом, многочлен — это «линейная комбинация переменной

x в различных степенях». Элементы a0, a1, . . . , an называются коэффи-
циентами многочлена a0 + a1 · x+ . . .+ an · xn.

3.1.1. Кольцо многочленов

Коэффициенты a0, a1, . . . , an многочлена a0 + a1 · x+ . . .+ an · xn мо-
гут быть не только действительными числами. Вообще говоря, если эти
коэффициенты являются элементами поля K, то говорят, что f(x) —
это многочлен над полем K. Множество всех многочленов от пере-
менной x над полем K обозначается через K[x].

3.1.2. Степень многочлена

Определение 3.1.1. Степенью многочлена

f(x) = a0 + a1 · x+ . . .+ an · xn



называется наибольшее такое число m, что am 6= 0, если такое m най-
дется. Если все коэффициенты этого многочлена равны 0, то, согласно
некоторым источникам, степень такого многочлена не определяет-
ся. Другие авторы определяют степень такого многочлена как −∞
(«минус-бесконечность»).

Степень многочлена f(x) обычно обозначается через deg(f(x)) или
даже через deg(f).

3.1.3. Равенство многочленов

Определение 3.1.2. Многочлены (полиномы)

f(x) = a0 + a1 · x+ . . .+ an · xn =
n∑
k=0

akx
k

и

g(x) = b0 + b1 · x+ . . .+ bm · xm =
m∑
k=0

bkx
k

степени n и m соответственно называются равными тогда и толь-
ко тогда, когда, во-первых, n = m и, во-вторых, для любого i имеют
место равенства ai = bi.

Теорема 3.1.1 (критерий равенства многочленов). Многочлены
f(x) и g(x) равны тогда и только тогда, когда тождественно равны
функции f и g, задаваемые этими многочленами.

3.1.4. Операции алгебры многочленов

Сложение:

f(x) + g(x) = (a0 + a1 · x+ . . .+ an · xn) + (b0 + b1 · x+ . . .+ bn · xn) =

= (a0 + b0) + (a1 + b1) · x+ . . .+ (an + bn) · xn,

где n — максимум степеней многочленов f(x) и g(x).

Умножение на элемент λ из K:

λ·f(x) = λ·(a0 + a1 · x+ . . .+ an · xn) = (λ·a0)+(λ·a1)·x+. . .+(λ·an)·xn.
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Произведение многочленов:(
n∑
s=0

asx
s

)
·

(
m∑
t=0

btx
t

)
=

m+n∑
k=0

(∑
s+t=k

as · bt

)
· xk.

3.1.5. Свойства некоторых операций алгебры многочленов

1. f(x) + g(x) = g(x) + f(x).

2. f(x) + (g(x) + h(x)) = (f(x) + g(x)) + h(x).

3. f(x) + 0(x) = f(x), где 0(x) = 0x0.

4. f(x) + (−f(x)) = 0(x), где −f(x) = −
n∑

m=0

amx
m =

n∑
m=0

(−am)xm.

5. λ (f(x) + g(x)) = λf(x) + λg(x).

6. (λ+ µ) f(x) = λf(x) + µf(x).

7. (λµ) f(x) = λ (µf(x)).

8. 1 · f(x) = f(x).

3.2. Делимость многочленов

3.2.1. Алгоритм Евклида

Теорема 3.2.1 (о делении с остатком). Для любых двух многочле-
нов f(x) и g(x) с коэффициентами из поля K, где степень многочле-
на g(x) не равна −∞, найдутся такие многочлены p(x) и r(x), что
deg(r) < deg(g) и f(x) = p(x) · g(x) + r(x).

3.2.2. Н.О.Д. и Н.О.К. многочленов

Теорема 3.2.2 (о Н.О.Д. делителя и остатка от деления). Если
r(x) — ненулевой остаток от деления многочлена f(x) на много-
член g(x), то Н.О.Д. (f(x), g(x)) = Н.О.Д. (g(x), r(x)).
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3.3. Корни многочленов

Определение 3.3.1. Пусть f(x) — многочлен над кольцом K. Эле-
мент a кольца K называется корнем многочлена f(x) тогда и только
тогда, когда f(a) = 0, где 0 — нулевой элемент кольца K.

3.3.1. Теоремы Безу и Виета

Теорема 3.3.1 (Безу). Элемент a поля K является корнем многочле-
на f(x) ненулевой степени ( f(a) = 0) тогда и только тогда, когда
f(x) = (x− a) · p(x) для некоторого многочлена p(x). Иными словами,
a является корнем многочлена в том и только том случае, когда этот
многочлен делится нацело на многочлен x− a.
Следствие 3.3.1 (из теоремы Безу). Если a и b — различные корни
многочлена f(x) над полем K, то f(x) = (x− a)(x− b)g(x) для неко-
торого многочлена g(x).

Определение 3.3.2. Если a — корень многочлена f(x), то кратно-
стью корня называется такое натуральное число k, что

f(x) = (x− a)k g(x), (3.1)

где g(x) — такой многочлен, что a не является его корнем.

Теорема 3.3.2 (Виета). Если многочлен a0 + a1x+ . . .+ an−1x
n−1 + xn

разложим над полем K в произведение многочленов первой степени:

a0 + a1x+ . . .+ an−1x
n−1 + xn = (x− α1) . . . (x− αn) =

n∏
k=1

(x− αk) ,

где αi ∈ K, то
a0 = (−1)nα1α2 . . . αn,
a1 = (−1)n−1 (α1α2 . . . αn−1 + α1α2 . . . αn−2αn + . . .+ α2α3 . . . αn) ,
. . .
an−2 = α1α2 + . . .+ α1αn−1 + α2α3 + . . .+ α2αn−1 + . . .+ αn−1αn,
an−1 = − (α1 + α2 + . . .+ αn) ,

(3.2)
т.е.

aj = (−1)n−j
n−j∑
k1=1

n−j+1∑
k2=k1+1

. . .

n−1∑
kj−1=kj−2+1

n∑
kj=kj−1+1

 ∏
m∈{1; ...; n}\{k1;...; kj}

αm

 .
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3.3.2. Производная многочлена

Теорема 3.3.3 (о кратных корнях и производной). Если α — ко-
рень многочлена p(x) кратности k, то α является корнем его произ-
водной p′(x) кратности (k − 1).

Теорема 3.3.4 (об избавлении от кратных корней). Если q(x) —
наибольший общий делитель многочленов p(x) и p′(x), то справедли-
вы следующие утверждения:

1) всякий корень многочлена p(x) является корнем многочле-

на
p(x)

Н.О.Д. (p(x); p′(x))
;

2) все корни многочлена
p(x)

Н.О.Д. (p(x); p′(x))
имеют кратность 1.

3.3.3. Разложимые и неразложимые многочлены

Определение 3.3.3. Многочлен f(x) называется разложимым над
полем K, если существуют такие многочлены p(x) и q(x) из K[x],
что, во-первых, deg(p) < deg(f) и deg(q) < deg(f); во-вторых,
f(x) = p(x) · q(x). В противном случае многочлен f(x) называется
неразложимым или неприводимым над полем K.

Иными словами, f(x) неразложим над полем K тогда и только то-
гда, когда равенство f(x) = p(x) · q(x), где p(x) и q(x) — многочлены
с коэффициентами из K, выполняется только в случае deg(p) = 0 или
deg(q) = 0.

Определение 3.3.4. Многочлен (полином) f(x) называется вполне
приводимым над полем K тогда и только тогда, когда

f(x) = (x− α1)
k1 · (x− α2)

k2 · . . . · (x− αm)km .

Теорема 3.3.5 (о многочленах, неразложимых над R и C). Над полем
действительных чисел неразложимыми являются только многочле-
ны первой степени и многочлены второй степени с отрицательным
дискриминантом. Над полем комплексных чисел неразложимыми яв-
ляются только многочлены первой степени.
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Следствие 3.3.2 (о количестве комплексных корней). Всякий много-
член над полем комплексных чисел степени n ≥ 1 имеет ровно n корней
с учетом их кратности.

Следствие 3.3.3 (о вещественном корне многочлена нечетной степени).
Всякий многочлен нечетной степени с вещественными коэффициен-
тами имеет хотя бы один вещественный корень.

Теорема 3.3.6 (о корнях многочлена с веществ. коэффициентами).
Если все коэффициенты многочлена f(x) = a0 + a1 · x+ . . .+ an · xn
являются вещественными и z0 — корень этого многочлена кратности
k, то z0 также является корнем этого многочлена кратности k.

Замечание 3.3.1 (о получении многочлена с веществ. коэффициентами).
Если z0 — комплексное число, то многочлен f(x) = (x− z0) (x− z0)
имеет вещественные коэффициенты.

3.3.4. Схема Горнера

Вычисления по рекуррентным формулам

b0 =
a0
α
, bk =

ak − bk−1
α

(3.3)

называются вычислениями по схеме Горнера.

3.3.5. Результант многочленов

Теорема 3.3.7 (о результанте многочленов). Если многочлены
f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx

n и g(x) = b0 + b1x+ . . .+ bmx
m разложимы

над полем K в произведение многочленов первой степени:{
a0 + a1x+ . . .+ anx

n = an (x− α1) . . . (x− αn) = an
∏n

i=1 (x− αi) ,
b0 + b1x+ . . .+ amx

m = bm (x− β1) . . . (x− βn) = bm
∏m

j=1 (x− βj) ,

где {αi; βj} ⊆ K, то выражение

R(f(x), g(x)) = amn b
n
m

n∏
i=1

m∏
j=1

(αi − βj) (3.4)

равно 0 тогда и только тогда, когда многочлены f(x) и g(x) имеют
хотя бы один общий корень.
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Определение 3.3.5. Выражение R(f(x), g(x)) называется резуль-
тантом многочленов f(x) и g(x).

Теорема 3.3.8 (о представлении результанта). Если многочлены
f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx

n и g(x) = b0 + b1x+ . . .+ bmx
m разложимы

над полем K в произведение многочленов первой степени:{
a0 + a1x+ . . .+ anx

n = an (x− α1) . . . (x− αn) = an
∏n

i=1 (x− αi) ,
b0 + b1x+ . . .+ amx

m = bm (x− β1) . . . (x− βn) = bm
∏m

j=1 (x− βj) ,

где {αi; βj} ⊆ K, то результант R(f(x), g(x)) равен∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an an−1 an−2 . . . a0 0 . . . 0 0 . . . 0 0
0 an an−1 . . . a1 a0 . . . 0 0 . . . 0 0
0 0 an . . . a2 a1 . . . 0 0 . . . 0 0

. . .
0 0 0 . . . 0 0 . . . 0 an . . . a1 a0
bm bm−1 bm−2 . . . bm−n bm−n−1 . . . b0 0 . . . 0 0
0 bm bm−1 . . . bm−n+1 bm−n . . . b1 b0 . . . 0 0

. . .
0 0 0 . . . 0 bm . . . bn−m bn−m−1 . . . b1 b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m

n

(3.5)

3.4. Интерполяция. Интерполяционный многочлен

Теорема 3.4.1 (об интерполяционном многочлене Лагранжа).

f(x) =
n∑
k=0

yk ·

∏
m 6=k

(x− xm)∏
m6=k

(xk − xm)
=

=
n∑
k=0

yk ·
(x− x1) . . . (x− xk−1) (x− xk+1) (x− xn)

(xk − x1) . . . (xk − xk−1) (xk − xk+1) (xk − xn)
.

(3.6)

3.5. Формы и симметрические многочлены

Определение 3.5.1. Многочленом от переменных x1, x2, . . . , xn на-
зывается выражение, представляяющее собой сумму одночленов вида
a · xα1

1 x
α2
2 . . . xαnn , где αi — неотрицательнное целое число.
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Определение 3.5.2. Степенью одночлена Axk11 x
k2
2 . . . x

km
m , где a 6= 0,

называется число (k1 + k2 + . . .+ km). Степенью многочлена назы-
вается максимум степеней одночленов, являющихся слагаемыми этого
многочлена.

3.5.1. Формы (однородные многочлены)

Определение 3.5.3. Однородным многочленом степени k
или формой называется многочлен от нескольких переменных
x1, x2, . . . , xn, все одночлены в котором имеют одну и ту же сте-
пень k.

3.5.2. Симметрические многочлены

Определение 3.5.4. Многочлен f (x1;x2; . . . ;xn) называется симмет-
рическим, если для любой перестановки σ на множестве {1; 2; . . . ;n}
имеет место равенство

f (x1;x2; . . . ;xn) = f
(
xσ(1);xσ(2); . . . ;xσ(n)

)
. (3.7)

Теорема 3.5.1 (о разложении в сумму симметрических форм). Любой
симметрический полином может быть представлен в виде суммы
симметрических форм, т.е. однородных многочленов1.

Определение 3.5.5. Основными симметрическими многочленами на-
зываются

sm (x1;x2; . . . ;xn) =
∑

1≤k1<k2<...<km≤n

xk1 · xk2 · . . . · xkm. (3.8)

Теорема 3.5.2 (о разложении симметр. многочлена по основным).
Любой симметрический полином может быть представлен в виде
полинома от основных симметрических полиномов. Коэффициенты в
таком виде представляются целочисленными линейными комбинаци-
ями коэффициентов исходного полинома.

1Все одночлены в однородных многочленах имеют одну и ту же степень.
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3.6. Разложение дробно-рациональной функции на
простейшие

3.6.1. Определения и теорема о разложении

Определение 3.6.1. Функция, задаваемая выражением вида p(x)
q(x)

, где

p(x) и q(x) — многочлены с вещественными коэффициентами, называ-
ется дробно-рациональной функцией. Дробно-рациональная функ-
ция p(x)

q(x)
называется правильной, если deg(p) < deg(q), в противном

случае она называется неправильной. Дробно-рациональные функ-
ции вида a

(x− b)n и ax+ b
(x2 + cx+ d)n

, где n ∈ N и многочлен x2 + cx+ d

не имеет вещественных корней, называются простейшими дробно-
рациональными функциями.

Теорема 3.6.1 (о разложении дробно-рациональной функции). Всякая
дробно-рациональная функция

p(x)

(x− a1)α1 · . . . · (x− nn)αn · s1(x)β1 · . . . · sm(x)βm
,

где s1(x), . . . , sm(x) — неразложимые над R многочлены второй степе-
ни, представима в виде

q(x) +
A11

x− a1
+ . . .+

A1α1

(x− a1)α1
+ . . .+

Anαn

(x− an)αn
+

+
M11x+N11

s1(x)
+ . . .+

M1β1x+N1β1

s1(x)β1
+ . . .+

Mmβmx+Nmβm

sm(x)βm
,

где q(x) — многочлен2.

2Многочлен q(x) называется целой частью этой дробно-рациональной функции.
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Глава 4

Теория линейных пространств

4.1. Линейное пространство

4.1.1. Определение

Определение 4.1.1. Линейным пространством над полем K на-
зывается множество U (его элементы называются векторами), на
котором определена операция + и, для каждого λ из поля K, опера-
ция умножения на λ. Причем выполняются следующие соотношения
(аксиомы линейного пространства):

1) x+ y = y + x (коммутативность);

2) (x+ y) + z = x+ (y + z) (ассоциативность);

3) существует такой вектор 0, что для любого вектора x из U вы-
полняется равенство x+ 0 = x (существование нулевого вектора);

4) для любого вектора x из U существует вектор −x такой, что
x+ (−x) = 0;

5) λ(x+ y) = λx+ λy;

6) (λ+ µ)x = λx+ µx;

7) (λµ)x = λ(µx);

8) 1x = x.

4.1.2. Элементарные теоремы теории линейных пространств

Теорема 4.1.1 (критерий нулевого вектора). y = 0⇔ x+ y = x.

Теорема 4.1.2 (об умножении на нуль). 0 · x = 0.



Теорема 4.1.3 (критерий обратного вектора). y = −x⇔ x+ y = 0.

Теорема 4.1.4 (об умножении на -1). (−1) · x = −x.
Теорема 4.1.5 (об умножении на −λ). (−λ) · x = −(λ · x) = λ · (−x).

4.1.3. Линейная зависимость

Определение 4.1.2. Пусть U — линейное пространство над полем
K. Линейной комбинацией элементов u1, u2, . . . , um линейного про-
странства U с коэффициентами λ1, λ2, . . . , λm из K называется выра-
жение

λ1 · u1 + λ2 · u2 + . . .+ λm · um.
Определение 4.1.3. Пусть U и V — линейные пространства над
полем K и f — функция с D(f) ⊆ U , E(f) ⊆ V . Тогда f называ-
ется линейной функцией, если для любой линейной комбинации
λ1 · u1 + . . .+ λm · um ∈ D(f), такой, что ui ∈ D(f), имеет место ра-
венство

f (λ1 · u1 + . . .+ λm · um) = λ1 · f (u1) + . . .+ λm · f (um) .

Определение 4.1.4. Система векторов1 {a1, a2, . . . , ak} линейного
пространства U над полем K называется линейно зависимой тогда
и только тогда, когда найдутся такие элементы λ1, λ2, . . . , λk поля K,
не все равные 0, что имеет место равенство

λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λkak = 0.

Определение 4.1.5. Система векторов2 {a1, a2, . . . , ak} линейного
пространства U над полем K называется линейно независимой (со-
кращенно ЛНС) тогда и только тогда, когда из равенства

λ1a1 + λ2a2 + . . .+ λkak = 0

следует, что λ1 = λ2 = . . . = λk = 0.

Теорема 4.1.6 (критерий линейной зависимости векторов). Система
векторов является линейно зависимой тогда и только тогда, когда
хотя бы один из векторов этой системы является линейной комбина-
цией остальных векторов этой системы.

1В данном случае считается, что при задании множества списком элементов все

элементы списка попарно различны, т.е.
{
{p, q} ⊆ {1, 2, . . . , k}
p 6= q

⇒ ap 6= aq.
2Все ak попарно различны.
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4.1.4. Свойства линейно зависимых и линейно независимых
систем векторов

Свойство 1 (о линейной зависимости системы с нулем).
Система векторов, содержащая нулевой вектор, является линейно
зависимой.

Свойство 2 (о независимости подсистемы). Если система векто-
ров является линейно независимой, то любая ее подсистема также
линейно независима.

Свойство 3 (о зависимости надсистемы). Если подсистема векто-
ров B системы векторов A является линейно зависимой, то и A —
линейно зависимая система векторов.

Свойство 4 (об однозначности разложения по ЛНС). Если A —

линейно независимая система векторов и x =
n∑
k=1

λkuk, где uk ∈ A, —

разложение вектора x в линейную комбинацию попарно различных3

векторов из A, то коэффициенты λk определяются однозначно4.

4.1.5. Базис

Определение 4.1.6. Система векторов B линейного пространства U
называется системой порождающих векторов или системой по-
рождающих линейного пространства U , если всякий вектор из U яв-
ляется линейной комбинацией векторов из B.

Определение 4.1.7. Максимальная линейно независимая система
векторов линейного пространства U , если такая существует, назы-
вается базой линейного пространства U .

Определение 4.1.8. Упорядоченная база векторов линейного про-
странства U называется базисом линейного пространства U .

Теорема 4.1.7 (о линейных комбинациях базисных векторов).
Конечная система векторов Б является базисом пространства U

тогда и только тогда, когда выполняются следующие два условия:
3Это значит, что 1 ≤ k < m 6= n ⇒ uk 6= um.
4Это значит, что x =

n∑
k=1

µkuk =
n∑

k=1

λkuk ⇒ (∀k ∈ {1, 2, . . . n} λk = µk).
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1) Б — линейно независимая система;

2) Б является системой порождающих5 для U , т.е. всякий вектор
пространства U представим в виде линейной комбинации векторов
системы Б.

Определение 4.1.9. Пусть V — подмножество носителя линейного
пространства 〈U,F〉, т.е. V ⊆ U . Тогда говорят, что система W век-
торов из V является полной в V тогда и только тогда, когда любой
вектор из V является линейной комбинацией векторов системы W .
Если V = U , то говорят, что система W полна (не уточняя, что во
всем U).

Теорема 4.1.8 (о единственности разложения по базису). Коэффициен-
ты перед базисными векторами в разложении вектора по базису опре-
деляются однозначно.

Определение 4.1.10. Если Б = {e1, . . . , en} — базис линейного про-
странства U , то для любого вектора x из U коэффициенты λi раз-
ложения вектора x по базису Б называются координатами вектора
x в базисе Б. При этом столбец координат вектора x в базисе Б будем
обозначать через [x].

4.1.6. Размерность

Определение 4.1.11. Говорят, что система векторов A линейно
выражается6 через систему векторов B, если всякий вектор из A
представим в виде линейной комбинации векторов из B. Символиче-
ски это записывается так: A a B.

Лемма 4.1.1 (о транзитивности отношения a). Если система A
линейно выражается через B, которая, в свою очередь, линейно выра-
жается через C, то система A линейно выражается через C. Иными
словами, из A a B и B a C следует, что A a C.

Теорема 4.1.9 (Штейница). Если линейно независимая система век-
торов {a1, a2, . . . , an} линейно выражается через линейно независимую
систему векторов {b1, b2, . . . , bm}, то n ≤ m.

5В этом случае говорят, что Б является полной системой в U .
6По поводу линейной алгебры выражайтесь, пожалуйста, линейно!
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Теорема 4.1.10 (о количестве базисных векторов). Пусть Б1 и Б2 —
два базиса линейного пространства U , причем Б1 — конечное множе-
ство. Тогда Б2 — также конечное множество, и количество векторов
в базисе Б1 равно количеству векторов в базисе Б2.

Определение 4.1.12. Если количество векторов в базисе линейного
пространства U конечно, то это количество векторов называется
размерностью линейного пространства U . В противном случае го-
ворят, что U — бесконечномерное линейное пространство.

Теорема 4.1.11 (о дополняемости до базиса). Любую линейно
независимую систему векторов B = {u1, . . . , um} конечномер-
ного линейного пространства U можно дополнить до базиса
B′ = {u1, . . . , um, um+1, . . . , un} линейного пространства U .

4.1.7. Подпространство

Определение 4.1.13. Подмножество U линейного пространства V

называется подпространством, если U является линейным про-
странством относительно тех же операций.

Теорема 4.1.12 (критерий подпространства). Подмножество V линей-
ного пространства U над полем K является подпространством тогда
и только тогда, когда для любых векторов x, y ∈ V вектор x+ y при-
надлежит V и для любого элемента λ поля K и любого вектора x из
V вектор λx принадлежит V .

Теорема 4.1.13 (критерий подпространства). Подмножество V линей-
ного пространства U над полем K является подпространством тогда
и только тогда, когда для любых векторов x, y ∈ V и любых элементов
λ, µ ∈ K вектор λx+ µy принадлежит V .

Теорема 4.1.14 (о размерности подпространства). Пусть V —
подпространство линейного пространства U . Тогда справедливы сле-
дующие утверждения:

1) dim(V ) ≤ dim(U);

2) dim(V ) < dim(U) тогда и только тогда, когда V < U , т.е. V 6= U .
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Определение 4.1.14. Линейная оболочка L(A) или 〈A〉 системы
векторов A — это минимальное (по включению) такое подпростран-
ство пространства V , которое содержит все векторы из A.

Теорема 4.1.15 (о внутренней характеризации линейной оболочки).
Линейная оболочка 〈A〉 системы векторов A линейного простран-
ства V над полем K состоит из всевозможных линейных комбинаций
векторов системы A с коэффициентами из поля K:

〈A〉 =

{
λ1a1 + . . .+ λkak k ∈ N, λi ∈ K, ai ∈ A

}
.

В частности, L(A) a A.

Следствие 4.1.1 (о линейной оболочке подсистемы). Если A — систе-
ма векторов и B — такая ее подсистема, что A a B, то L(A) = L(B).
В частности, если B — максимальная линейно независимая подсисте-
ма системы A, то L(A) = L(B).

4.1.8. Стандартные способы задания подпространств

Обычно применяется один из двух способов задания подпространств:

• в виде линейной оболочки системы векторов. Желательно, чтобы
эта система векторов была линейно независимой, тогда она является
базисом этой линейной оболочки, т.е. базисом этого подпространства;

• с помощью системы линейных уравнений. Пусть Б = {e1, e2, . . . , en}
— базис линейного пространства U . Тогда однородная система линей-

ных уравнений


a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0
. . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0

определяет под-

пространство V , состоящее из всех таких векторов
n∑
k=1

xkek, столбец

координат которых в базисе Б является решением этой ОСЛУ.
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4.2. Алгебра подпространств

4.2.1. Пересечение подпространств

Теорема 4.2.1 (о пересечении подпространств). Пусть V,W — подпро-
странства линейного пространства U над полем K. Тогда пересечение
V ∩W подпространств V и W является подпространством.

4.2.2. Сумма подпространств

Определение 4.2.1. Пусть V,W — подпространства линейного про-
странства U над полем K. Суммой подпространств V и W называ-
ется множество

V +W =
{
v + w v ∈ V,w ∈ W

}
. (4.1)

Теорема 4.2.2 (о сумме подпространств). Сумма подпространств яв-
ляется подпространством.

Теорема 4.2.3 (о размерности суммы подпространств). Пусть V,W —
подпространства конечномерного линейного пространства U над по-
лем K. Тогда

dim(V +W ) = dim(V ) + dim(W )− dim(V ∩W ).

Теорема 4.2.4 (о вычислении суммы и пересечения подпространств).
Если Б = {e1, . . . , en} — базис линейного пространства U и

V = 〈v1, . . . , vk, . . .〉 =

x1e1 + . . .+ xnen

 a11x1 + . . .+ a1nxn = 0
. . .
ap1x1 + . . .+ apnxn = 0

 ,

W = 〈w1, . . . , wm, . . .〉 =

x1e1 + . . .+ xnen

 b11x1 + . . .+ b1nxn = 0
. . .
bq1x1 + . . .+ bqnxn = 0


— подпространства линейного пространства U , то

V +W = 〈v1, . . . , vn, . . . , w1, . . . , wm, . . .〉 , (4.2)

V ∩W =


x1e1 + . . .+ xnen



a11x1 + . . .+ a1nxn = 0
. . .
ap1x1 + . . .+ apnxn = 0
b11x1 + . . .+ b1nxn = 0
. . .
bq1x1 + . . .+ bqnxn = 0


. (4.3)
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4.2.3. Прямая сумма подпространств

Определение 4.2.2. Если V,W — подпространства линейного про-
странства U над полем K и V ∩W = {0}, то сумма V +W подпро-
странств V и W называется прямой суммой. Прямая сумма подпро-
странств обозначается через V ⊕W .

Теорема 4.2.5 (критерий прямой суммы подпространств). Пусть V,W
— подпространства линейного пространства U над полем K. Тогда
сумма V +W является прямой суммой тогда и только тогда, когда
всякий вектор из V +W однозначным образом представляется в виде
v + w, где v ∈ V , w ∈ W .

Определение 4.2.3. Сумма подпространств V1, . . . , Vk называется
прямой тогда и только тогда, когда пересечение любого из Vi с суммой
остальных слагаемых является нулевым пространством:

Vi ∩ (V1 + V2 + . . .+ Vi−1 + Vi+1 + . . .+ Vk) = {0} .

Подпространство, являющееся прямой суммой подпространств
V1, . . . , Vk, записывают следующим образом:

V1 ⊕ V2 ⊕ . . .⊕ Vk.

Теорема 4.2.6 (о разложении в прямую сумму). Конечномерное
линейное пространство раскладывается в прямую сумму одномерных
подпространств.

4.3. Изоморфизм

Определение 4.3.1. Изоморфизмом линейного пространства U в
линейное пространство V называется линейное взаимно однозначное
отображение пространства U в пространство V .

Определение 4.3.2. Линейные пространства U и V называются изо-
морфными тогда и только тогда, когда существует изоморфизм f
линейного пространства U на линейное пространство V , иначе говоря,
у всякого вектора y ∈ V есть прообраз в U , т.е. такой вектор x в U ,
что f(x) = y.
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Лемма 4.3.1 (об образе нулевого вектора). Если f — изоморфизм ли-
нейного пространства U в линейное пространство V , то

f(0U) = 0V .

Лемма 4.3.2 (о транзитивности отношения изоморфности). Если f —
изоморфизм линейного пространства U в линейное пространство V и
g — изоморфизм линейного пространства V в линейное пространство
W , то суперпозиция f ◦ g функций f и g является изоморфизмом ли-
нейного пространства U в линейное пространство W .

Теорема 4.3.1 (об образе системы векторов при изоморфизме).
Пусть f — изоморфизм линейного пространства U в линей-
ное пространство V . Тогда система векторов A = {u1, u2, . . . , uk}
линейного пространства U линейно независима тогда и толь-
ко тогда, когда линейно независимой является система векторов
B = {f (u1) , f (u2) , . . . , f (uk)}.

Теорема 4.3.2 (критерий изоморфности конечномерных пространств).
Если U и V — конечномерные линейные пространства над полем K,
то U и V изоморфны тогда и только тогда, когда у них одинаковая
размерность.

Теорема 4.3.3 (о стандартном изомофизме в Rn). Отображение f ,
каждому вектору ставящее в соответствие столбец его координат в
базисе U :

f

(
n∑
i=1

xiei

)
=


x1
x2
. . .
xn

 =

[
n∑
i=1

xiei

]
Б
, (4.4)

является изоморфизмом.
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4.3.1. Матрица перехода в другой базис

Определение 4.3.3. Пусть Б = {e1, . . . , en}, Б′ = {e′1, . . . , e′n} — два
базиса линейного пространства U . Матрицей перехода из базиса Б
в базис Б′ называется матрица T = TБ→Б′ = (tij)n×n, коэффициенты
которой определяются равенствами

e′i =
n∑
j=1

tjiej. (4.5)

Таким образом, i-й столбец матрицы перехода из Б в базис Б′ пред-
ставляет собой столбец координат вектора e′i в базисе Б.

Теорема 4.3.4 (о координатах вектора в разных базисах). Если TБ→Б′
— матрица перехода из базиса Б в базис Б′, то для любого вектора
x справедлива формула

[x]Б′ = T−1Б→Б′ · [x]Б. (4.6)
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Глава 5

Теория линейных операторов

5.1. Линейные операторы

5.1.1. Определение и примеры

Определение 5.1.1. Пусть U и V — линейные пространства над по-
лем K. Линейным оператором линейного пространства U в линей-
ное пространство V называется линейная функция Â : U → V .

Определение 5.1.2. Линейным оператором линейного простран-
ства U называется линейная функция Â : U → U .

5.1.2. Матрица линейного оператора

Определение 5.1.3. Пусть U и V — линейные пространства над по-
лем K, БU = {e1, . . . , en} и БV = {e′1, . . . , e′m} — базисы линейных про-
странств U и соответственно V , Â — линейный оператор линей-
ного пространства U в линейное пространство V . Тогда матрицей
линейного оператора Â в базисах БU -БV называется матрица
AБU ,БV

= (aij)m×n, коэффициенты которой определяются равенства-
ми

Â(ei) =
m∑
j=1

ajie
′
j. (5.1)

Итак, i-м столбцом матрицы оператора в базисах БU -БV является
столбец координат в базисе БV образа i-го базисного вектора бази-
са БU .

В случае, когда U = V , т.е. когда Â является линейным оператором
линейного пространства U , «по умолчанию» полагают БU = БV . При



этом говорят о матрице оператора в базисе БU , и эта матрица опреде-
ляется равенством

Â(ei) =
n∑
j=1

ajiej. (5.2)

Теорема 5.1.1 (о координатах образа вектора). Пусть U и V — линей-
ные пространства над полем K, БU = {e1, . . . , en}, БV = {e′1, . . . , e′m} —
базисы этих пространств, AБU ,БV

— матрица в этих базисах линей-
ного оператора Â линейного пространства U . Тогда для любого вектора
x ∈ U справедливо равенство

[Â(x)]БV
= AБU ,БV

· [x]БU
. (5.3)

5.1.3. Алгебра линейных операторов

Определение 5.1.4. Суммой операторов Â и B̂ называется опера-
тор Â+ B̂, определенный формулой(

Â+ B̂
)

(x) = Â(x) + B̂(x). (5.4)

Определение 5.1.5. Произведением оператора Â на скаляр λ на-
зывается оператор λÂ, определенный формулой(

λÂ
)

(x) = λ
(
Â(x)

)
. (5.5)

Определение 5.1.6. Если U = V , то произведением операторов Â
и B̂ называется оператор Â · B̂, определенный формулой(

Â · B̂
)

(x) = Â
(
B̂(x)

)
. (5.6)

Теорема 5.1.2 (об алгебре линейных операторов). Пусть Â и B̂ — ли-
нейные операторы линейного пространства U в линейное простран-
ство V . Тогда справедливы следующие утверждения:

1) сумма Â+ B̂ линейных операторов Â и B̂ является линейным опе-
ратором;

2) произведение λÂ линейного оператора на скаляр является линей-
ным оператором;

3) если U = V , то произведение Â · B̂ линейных операторов является
линейным оператором.

46



Теорема 5.1.3 (о линейном пространстве линейных операторов).
Множество всех линейных операторов пространства U в линейное
пространство V является линейным пространством относительно
операций сложения операторов и умножения оператора на скаляр.

Теорема 5.1.4 (об изоморфности л.п. операторов и л.п. матриц).
Пусть U , V — линейные пространства над полем K, БU , БV —
базисы этих пространств, W — линейное пространство линейных
операторов пространства U в пространство V . Тогда отображение
f , определенное формулой f(Â) = AБU ,БV

, является изоморфизмом
линейного пространства W на линейное пространство всех матриц
размерности m× n с коэффициентами из поля K. Более того, если
U = V , то f

(
Â · B̂

)
= f

(
Â
)
· f
(
B̂
)
.

Следствие 5.1.1 (о размерности л.п. линейных операторов). Размер-
ность линейного пространства всех линейных операторов линейно-
го пространства U в линейное пространство V равна m · n, где
n = dimU , m = dimV .

Теорема 5.1.5 (о матрице оператора в другом базисе). Пусть U, V —
линейные пространства над полем K; БU ,Б′U — базисы линейного про-
странства U ; БV ,Б′V — базисы линейного пространства V ; TБU→Б

′
U

—
матрица перехода из базиса БU в базис Б′U ; TБV→Б

′
V

— матрица пере-

хода из базиса БV в базис Б′V ; Â — линейный оператор, отображающий
линейное пространство U в линейное пространство V . Тогда

AБ′U→Б
′
V

= T−1БV→Б
′
V

·AБU ,БV
· TБU→Б

′
U

. (5.7)

5.1.4. Ядро линейного оператора

Определение 5.1.7. Ядром линейного оператора Â линейного про-
странства U в линейное пространство V называется множество всех
таких векторов x из U , образ которых под действием оператора Â —
нулевой вектор линейного пространства V .

Ядро оператора обозначается через Ker Â.

Ker Â =
{
x Â(x) = 0V

}
.
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Теорема 5.1.6 (о ядре линейного оператора).

Ядро линейного оператора Â : U 7→ V является подпространством ли-
нейного пространства U .

Определение 5.1.8. Размерность ядра оператора Â называется
дефектом линейного оператора. Размерность подпространства
Â(U) =

{
Â(x) x ∈ U

}
, т.е. образа пространства U относительно

действия Â, называется рангом линейного оператора Â.

Ранг линейного оператора Â обозначают через Rg Â, а дефект — через
d(Â).

Теорема 5.1.7 (о ранге линейного оператора). Если AБ — матрица
оператора Â в базисе Б линейного пространства U , то RgAБ = Rg Â.

Теорема 5.1.8 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора). Для
любого линейного оператора Â линейного пространства U в линей-
ное пространство V имеет место равенство Rg Â+ d(Â) = dimU .

Замечание 5.1.1 (о сумме ранга и дефекта линейного оператора).
Даже при U = V из этой теоремы не следует, что U является
суммой подпространств Ker Â и Â(U).

Определение 5.1.9. Линейный оператор Â называется вырожден-
ным тогда и только тогда, когда его ядро ненулевое, т.е. отлично от
{0}. В противном случае, т.е. при Ker Â = {0}, линейный оператор Â
называется невырожденным.

Определение 5.1.10. Линейный оператор Â−1 называется обратным
к оператору Â тогда и только тогда, когда имеют место равенства
ÂÂ−1 = Ê и Â−1Â = Ê.

Теорема 5.1.9 (критерий невырожденности оператора). Линейный опе-
ратор Â является невырожденным тогда и только тогда, когда он об-
ратим.

Теорема 5.1.10 (критерии вырожденности оператора). Пусть L̂ — ли-
нейный оператор линейного пространства U , Б — базис линейного про-
странства U . Следующие утверждения эквивалентны:

1) L̂ — вырожденный оператор;
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2) Ker L̂ 6= {0};

3) d(L̂) 6= 0;

4) Rg L̂ < dimU ;

5) Rg
(
LБ
)
< dimU ;

6) det
(
LБ
)

= 0;

7) существует линейно независимая система векторов
{u1, u2, . . . , uk} такая, что система векторов

{
L̂(u1), L̂(u2), . . . , L̂(uk)

}
линейно зависима;

8) L̂(U) < U , т.е. L̂(U) 6= U .

5.1.5. Инвариантные подпространства

Определение 5.1.11. Пусть Â — линейный оператор линейного про-
странства U . Подпространство V линейного пространства U называ-
ется Â-инвариантным подпространством тогда и только тогда,
когда для любого вектора x ∈ V имеет место включение Â(x) ∈ V .

Теорема 5.1.11 (об алгебре инвариантных подпространств). Пусть Â

— линейный оператор линейного пространства U . Тогда справедливы
следующие утверждения:

1) сумма Â-инвариантных подпространств является Â-инвариантным
подпространством;

2) пересечение Â-инвариантных подпространств является
Â-инвариантным подпространством.

Теорема 5.1.12 (критерий полураспавшейся матрицы оператора).
Пусть Â — линейный оператор линейного пространства U с бази-
сом Б = {e1, . . . , en}. Тогда справедливы следующие утверждения (здесь
0p×q — нулевая матрица размерности p× q):

1) AБ =

(
Pk×k Qk×(n−k)
0k×(n−k) R(n−k)×(n−k)

)
тогда и только тогда, когда

〈e1, e2, . . . , ek〉 является Â-инвариантным подпространством;
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2) AБ =

(
Pk×k 0(k×(n−k)
Qk×(n−k) R(n−k)×(n−k)

)
тогда и только тогда, когда

〈en−k+1, en−k+2, . . . , en〉 является Â-инвариантным подпростран-
ством.

5.1.6. Собственные векторы

Определение и критерий

Определение 5.1.12. Вектор x ∈ U называется собственным век-
тором линейного оператора Â, отвечающим собственному значе-
нию λ, тогда и только тогда, когда, во-первых, x — ненулевой вектор
и, во-вторых, имеет место равенство Â(x) = λx.

Определение 5.1.13. Множество всех собственных значений линей-
ного оператора Â называется спектром линейного оператора Â.

Спектр линейного оператора Â обозначается spec Â.

Теорема 5.1.13 (критерий собственного вектора). Ненулевой вектор
x ∈ U является собственным вектором линейного оператора Â тогда
и только тогда, когда 〈x〉 — это Â-инвариантное подпространство.

Вычисление собственного вектора с помощью матрицы опера-
тора

Определение 5.1.14. Выражение det
(
AБ − λE

)
называется харак-

теристическим полиномом или характеристическим многочле-
ном оператора.

Для нахождения собственных векторов и собственных значений ли-
нейного оператора Â необходимо:

во-первых, из характеристического уравнения найти все собственные
значения оператора Â, т.е. найти спектр линейного оператора Â;

во-вторых, для каждого из найденных собственных значений λ найти
собственные векторы, как ФСР соответствующей ОСЛУ.
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Диагонализация матрицы оператора. Оператор простой струк-
туры

Под диагонализацией матрицы оператора понимается поиск базиса,
в котором матрица оператора диагональна. Такой базис существует не
всегда.

Определение 5.1.15. Линейный оператор Â линейного пространства
U называется оператором простой структуры тогда и только то-
гда, когда U имеет базис, состоящий из собственных векторов опера-
тора Â.

Теорема 5.1.14 (критерий оператора простой структуры). Линейный
оператор Â линейного пространства U является оператором простой
структуры тогда и только тогда, когда в некотором базисе матрица
этого оператора диагональна.

5.1.7. Инварианты линейного оператора

Определение 5.1.16. Функция f от коэффициентов матрицы опера-
тора в базисе Б называется инвариантом линейного оператора, если
значения этой функции не зависят от выбора базиса Б.

Теорема 5.1.15 (об инвариантности коэффициентов характ. полинома).
Пусть Â — линейный оператор линейного пространства U . Функ-
ция pk, ставящая матрице AБ в соответствие коэффициент при λk

характеристического многочлена
∣∣AБ − λE

∣∣, является инвариантом
линейного оператора Â.

5.1.8. О характеристическом многочлене

Теорема 5.1.16 (Гамильтона, Кэли). Если f(λ) = |A− λE| — ха-
рактеристический многочлен матрицы A, то f (A) — нулевая мат-
рица.
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5.2. Линейные операторы и скалярное произведение

5.2.1. Сопряженный оператор

Теорема 5.2.1 (о существовании сопряженного оператора). Для любого
линейного оператора Â конечномерного евклидова или унитарного про-
странства U существует, причем единственный, такой оператор B̂,
что для любых векторов x, y ∈ U имеет место равенство(

Â(x), y
)

=
(
x, B̂(y)

)
.

Определение 5.2.1. Для линейного оператора Â конечномерного ев-
клидова или унитарного пространства U сопряженным оператором
называется такой линейный оператор Â∗, что для любых векторов
x, y ∈ U имеет место равенство(

Â(x), y
)

=
(
x, Â∗(y)

)
. (5.8)

Теорема 5.2.2 (о матрице сопряженного оператора). Если AБ — мат-
рица линейного оператора Â в базисе Б евклидова или унитарного про-
странства U , то матрица A∗Б сопряженного оператора Â∗ имеет вид

A∗Б = Γ−1БA
t
БΓБ, (5.9)

где X — операция покомпонентного комплексного сопряжения. В слу-
чае, когда U — евклидово пространство, в силу того, что комплекс-
ное сопряжение на множестве вещественных чисел является тожде-
ственным преобразованием, равенство несколько упрощается:

A∗Б = Γ−1БA
t
БΓБ.

5.2.2. Свойства сопряженного оператора

1.
(
ÂB̂
)∗

= B̂∗Â∗.

2.
(
Â+ B̂

)∗
= Â∗ + B̂∗.

3.
(
λÂ
)∗

= λÂ∗. Таким образом, для евклидовых пространств(
λÂ
)∗

= λÂ∗.
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4. Теорема Фредгольма: Â(U)⊥ = Ker Â∗.

5.
(
Â∗
)∗

= Â.

6.
(
Â−1

)∗
=
(
Â∗
)−1

.

5.2.3. Нормальные операторы

Определение 5.2.2. Линейный оператор Â евклидова или унитарного
пространства U называется нормальным оператором тогда
и только тогда, когда ÂÂ∗ = Â∗Â.

Свойства нормальных операторов

1. Линейный оператор Â евклидова или унитарного пространства U яв-
ляется нормальным оператором тогда и только тогда, когда Â− λÊ
— нормальный оператор.

2. Вектор v ∈ U является собственным вектором нормального операто-
ра Â, отвечающим собственному значению ρ, тогда и только тогда,
когда v является собственным вектором линейного оператора Â∗, от-
вечающим собственному значению ρ.

3. Если u, v ∈ U — собственные векторы нормального оператора Â, от-
вечающие разным собственным значениям, то u и v — ортогональны.

4. Если U — унитарное пространство, то существует ОНБ из собствен-
ных векторов нормального линейного оператора Â. Если U — евкли-
дово пространство и характеристический полином нормального опе-
ратора Â представим в виде |AБ − λE| = (λ− ρ1)n1 . . . (λ− ρm)nm,
где ρi ∈ R для всех i = 1, 2, . . . ,m, то существует ОНБ евклидова
пространства U , состоящий из собственных векторов линейного опе-
ратора Â.

5. Если Â — нормальный оператор евклидова пространства U ,
то существует такой ОНБ Б пространства U , что матри-
ца AБ оператора Â в базисе Б имеет клеточно-диагональный
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вид (AБ =


D1 0 . . . 0
0 D2 . . . 0

. . .
0 0 . . . Dk

), причем диагональные клетки

(матрицы Di) либо имеют размерность 1× 1, либо имеют вид

Di =

(
ai −bi
bi ai

)
.

Самосопряженные и эрмитовы операторы

Определение 5.2.3. Линейный оператор Â евклидова (соответствен-
но, унитарного) пространства U называется самосопряженным
оператором (соответственно, эрмитовым оператором) тогда
и только тогда, когда Â∗ = Â.

Свойства самосопряженных и эрмитовых операторов

1. Самосопряженный (эрмитов) оператор является нормальным опера-
тором.

2. Характеристический полином самосопряженного (эрмитова) опера-
тора Â представим в виде |AБ − λE| = (λ− ρ1)n1 . . . (λ− ρm)nm,
где ρi ∈ R для всех i = 1, 2, . . . ,m. В частности, спектр самосопря-
женного (эрмитова) оператора Â включается в R.

3. Если спектр самосопряженного (эрмитова) оператора Â состоит
только из неотрицательных чисел, то существует такой самосопря-
женный оператор B̂, что Â = B̂B̂ (говорят еще, что в этом случае
из Â извлекается квадратный корень).

4. Если самосопряженный оператор Â обладает свойством идемпотент-
ности, т.е. ÂÂ = Â, то Â — либо тождественный оператор (Â = Ê),
либо оператор ортогонального проецирования.

Ортогональные и унитарные операторы

Определение 5.2.4. Линейный оператор Â евклидова (соответствен-
но, унитарного) пространства U называется ортогональным опера-
тором (соответственно, унитарным оператором) тогда и только
тогда, когда Â∗ = Â−1.
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Свойства ортогональных и унитарных операторов

1. Ортогональный оператор является нормальным оператором.
2. Критерий ортогональности нормального оператора. Линей-

ный оператор Â евклидова пространства U является ортогональным то-
гда и только тогда, когда , во-первых, он нормальный и, во-вторых, су-
ществует такой ОНБ пространства U , в котором матрица оператора Â
клеточно-диагональна, где клетки — это (1), (−1) или

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
.

3. В любом базисе Б детерминант матрицы AБ ортогонального опе-
ратора Â равен 1 или (−1).

Определение 5.2.5. Оператор Â нормированного линейного про-
странства U называется изометрическим, если ||x|| = ||Â(x)||.
Теорема 5.2.3 (об ортогональности изометрического оператора).
Линейный оператор Â евклидова (унитарного) пространства U яв-
ляется изометрическим относительно нормы ||x|| =

√
(x, x) тогда и

только тогда, когда он ортогональный (унитарный).

Теорема 5.2.4 (об ортогональном операторе и ОНБ). Линейный опера-
тор Â евклидова пространства U является ортогональным тогда и
только тогда, когда он переводит ОНБ в ОНБ. Точнее, эквивалентны
следующие утверждения:

1) Â является ортогональным оператором;
2) существует ОНБ Б = {e1, . . . , en} такой, что система векторов{
Â (e1) , . . . , Â (en)

}
является ортонормированным базисом;

3) для любого ОНБ Б = {e1, . . . , en} система векторов{
Â (e1) , . . . , Â (en)

}
является ортонормированным базисом.

Определение 5.2.6. Матрица A называется нормальной (соответ-
ственно, ортогональной, унитарной или эрмитовой) если и только
если она является матрицей одноименного оператора в некотором ор-
тонормированном базисе.

Теорема 5.2.5 (об ортогональном преобразовании нормальной матрицы).
Для любой нормальной матрицы A с вещественным спектром (все
корни характеристического полинома которой являются действи-
тельными числами) найдется такая ортогональная матрица T , что
матрица T−1AT — диагональная матрица.
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